Polinomios
Primero que todo vamos a definirlos como aquella expresion algebraica de la
forma:
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Seguidamente hablaremos del grado del polinomio o rango.

Grado de un polinomio

El grado de un polinomio P(x) es el mayor exponente al que se encuentra elevada
la variable x.

Clasificacion de un polinomio segun su grado

Primer grado

P(X) =3x + 2

Segundo grado

P(x) = 2x* + 3x + 2

Tercer grado

P(x) = X3 = 2x%*+ 3x + 2



Tipos de polinomios
Polinomio nulo
Es aquel polinomio que tiene todos sus coeficientes nulos.
Polinomio homogéneo
Es aquel polinomio en el que todos sus términos 0 monomios son del mismo
grado.
P(x) = 2x? + 3xy
Polinomio heterogéneo
Es aquel polinomio en el que sus términos no son del miso grado.
P(x) = 2x° + 3x*- 3
Polinomio completo
Es aquel polinomio que tiene todos los términos desde el término independiente
hasta el término de mayor grado.
P(x) = 2x3 + 3x% + 5x - 3
Polinomio ordenado
Un polinomio esta ordenado si los monomios que lo forman estan escritos
de mayor a menor grado.
P(x) = 2x3+5x - 3
Polinomios iguales
Dos polinomios son iguales si verifican:
e Los dos polinomios tienen el mismo grado.
e Los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales.
P(x) = 2x3+5x - 3
Q(x) =5x - 3 +2x°
Polinomios semejantes
Dos polinomios son semejantes si verifican que tienen la misma parte literal.
P(x) = 2x3+5x - 3
Q(X)=5x*-2x-7
Valor numérico de un polinomio
Es el resultado que obtenemos al sustituir la variable x por un nimero cualquiera.
PX)=2x>+5x-3;x=1



P(1)=2-1°+5-1-3=2+5-3=4
El hecho de que estemos hablando de polinomios, no significa que solo nos sirvan
para clasificarlos o saber diferenciarlos de los nUmeros reales. Con los polinomios
también se realizan operaciones suma, resta, divisiones, multiplicaciones,
simplificaciones. Lo veremos en detalle a continuacion
Para sumar dos polinomios se suman los coeficientes de los términos del
mismo grado.
P(x) =2x> +5x - 3 Q(x) = 4x - 3x% + 2x°

1. Ordenamos los polinomios, si no lo estan.
Q(x) = 2x° - 3x? + 4x
P(x) + Q(X) = (2x° + 5x — 3) + (2x° - 3x? + 4x)

2. Agrupamos los monomios del mismo grado.
PX)+ Q(X) =23 +2x° -3 x° +5x +4x - 3

3. Sumamos los monomios semejantes.
P(x) + Q(X) =4x>-3x*+9x - 3
También podemos sumar polinomios escribiendo uno debajo del otro, de forma
gue los monomios semejantes queden en columnas y se puedan sumar.
P(X) = 7x* + 4x® + Tx + 2 Q(x) = 6x3 + 8x +3
7x* +4x° +7x+2

6x° +8x + 3

7x*+6x" +4x* +15x+5
P(x) + Q(X) = 7x* + 6x> + 4x* + 15x + 5

Resta de polinomios

La resta de polinomios consiste en sumar el opuesto del sustraendo.
P(x) - Q(x) = (2x° + 5x = 3) = (2x> = 3x® + 4x)

P(x) - Q(X) = 2x* + 5x — 3 = 2x> + 3x* - 4x

P(x) - Q(x) =2x>—2x>+ 3x° + 5x — 4x - 3

P(x) - Q(X)=3x*+x-3



El producto de dos fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica donde
el numerador es el producto de los numeradores y el denominador es el
producto de los denominadores.

A(x) R(x) _ P(x) R(x)
Ax) S(x) QAx) S(x)

Multiplicar las fracciones algebraicas:
X2 =2x  xP+dx+ 4

X*-5x+6  x°-4

C(XF-2x) (xF +dx 4 4)
(%% -5x +6) (x* -4

x(x=2) (x+2) _
(x =2) (% =3)(x-2) (x+2)

x(x+2)
x-2)(x-3)

A continuacién una que otra identidad atil que nos permitirdn trabajar y simplificar

de mejor manera nuestros polinomios:
+» Binomio al cuadrado
(@atbh)?=a’+2-a-b+b?
(x+3)P2=x2+2-x-3+3°=x?+6x+9
(2x -3 =(2x)*-2-2x-3+3%=4x*-12x+9
% Suma por diferencia
(@a+b)-(a-b)=a’-b?
(2x + 5) - (2x - 5) = (2x)? - 5% = 4x* - 25
« Binomio al cubo
(@tbh)P’=a*+3-a°-b+3-a-b’+b°
(x+3°%=x>+3-x*-3+3-x-3%+3%=
=x 3+ 9x% + 27x + 27
(2x-3)P%=(2x%-3 - (2x)?-3+3-2x-3?-3=
= 8x 3 - 36x% + 54x - 27



s Trinomio al cuadrado
(@+b+cP=a’+b*+c*+2-a-b+2-a-c+2-b-c
(X* = x+1)°=
=)+ (X)P+1%+2 - (x)+2x° - 1+2 - (-x) - 1=
=x*+x2+1 - 23 +2x% - 2x=
=x*-23+3x* - 2x+1
% Sumade cubos
a®+b®=(a+b)-(@®-ab+b?
8x> + 27 = (2x + 3) (4x* - 6x + 9)
+ Diferencia de cubos
a®-b®=(a-b):(a®+ab+bd
8x> — 27 = (2x — 3) (4x* + 6x + 9)
¢ Producto de dos binomios que tienen un término comun
(x+a) (x+b)=x*+(a+b)x+ab
(x+2)(x+3)=
=x*+(2+3)-x+2-3=
=x*+5x+6
Para efectos de bachillerato, se procedera a usar polinomios de un grado maximo
de 2. Y con ello resolveremos ecuaciones o sistemas de ecuaciones. Partimos de
las siguientes premisas y teoremas:

+ La factorizacion de un polinomio, empieza con estos dos teoremas

Teorema del resto
El resto de la division de un polinomio P(x), entre un polinomio de la forma x - a es
el valor numeérico de dicho polinomio para el valor: x = a.
Teorema del factor
El polinomio P(x) es divisible por un polinomio de la forma x - a si y sélo si P(x = a)
=0.
Al valor x = a se le llama raiz o cero de P(x).
Observaciones
1. Los ceros o raices son divisores del término independiente del polinomio.

2. A cada raiz del tipo x = a le corresponde un binomio del tipo (x —a).



3. Podemos expresar un polinomio en factores al escribirlo como producto de
todos los binomios del tipo x — a, que se correspondan a las raices x = a
que se obtengan.

4. La suma de los exponentes de los binomios ha de ser igual al grado del
polinomio.

5. Todo polinomio que no tenga término independiente admite como raiz x =
0, 6 lo que es lo mismo, admite como factor x.

6. Un polinomio se llama irreducible o primo cuando no puede descomponerse
en factores.

FACTORIZACION
Lo primero es ver si en la expresion algebraica se puede sacar factor
comun veamos:

Consiste en aplicar la propiedad distributiva.
a-b+a-c+a-d=a(b+c+d)

Descomponer en factores sacando factor comun y hallar las raices
1x3+x%=x%(x+1)

La raicesson: x=0y x = -1

2 2x* + 4x? = 2x% (x* + 2)

Sélo tiene una raiz X = 0; ya que el polinomio, x?> + 2, no tiene ningun
valor que lo anule; debido a que al estar la x al cuadrado siempre

dard un numero positivo, por tanto es irreducible.
3x?-ax-bx+ab=x(x-a)-b(x-a)=(x-a)-(x-b)

La raicesson x =ayx =Db.



IGUALDAD NOTABLE

DIFERENCIA DE CUADRADOS

Una diferencia de cuadrados es igual a suma por diferencia.
a?-b?’=(a+b) (a-b)

Descomponer en factores y hallar las raices
1x2-4=(x+2)(x-2)

Las raices son x = -2y x =2

2 x'=16=(x*+4) - (x> =4)=(x+2) (x=2) (x*+4)

Las raicesson x=-2yx =2

Trinomio cuadrado perfecto
Un trinomio cuadrado perfecto es igual a un binomio al cuadrado.
a’+2ab+b?>=(ath)?

Descomponer en factores los trinomio cuadrados perfectos y hallar sus

raices

9+ 66X+ X° = (3+)~1'j2
A N

3F o34 X°

La raiz es x = =3, y se dice que es una raiz doble.



X2 4x+4=(x-2)
A

X o w2 2°

La raiz es x = 2.

Trinomio de segundo grado

Para descomponer en factores el trinomio de segundo grado P(x) =
ax? + bx + ¢ , se iguala a cero y se resuelve la ecuacién de 2° grado.
Si las soluciones a la ecuacion son X3y Xz, el polinomio

descompuesto sera:
ax?+bx+c=a- (x-xi1)" (X=X

Descomponer en factores los trinomios de segundo grado y hallar sus

raices
x?-5x+6
x*-Bx+6=0
/ﬂxl=%=3
X=5+«,.I'522—4 &) =Sim.l'§25—24=511 _
\.xz=§=2

X*-5x+6=(x-2](x-3]
Las raices son x =3y x = 2.

xe—x -5
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X' -Xx-6=(x+2)(x-3]

Las raicessonx =3y x=- 2.

Descomponer en factores los trinomios de cuarto grado de exponentes

pares y hallar sus raices
x* = 10x* + 9

x? =t

x* - 10x*+9 =0

t?-10t+9=0

18
t,=—=9
r=lDi«hW—4~9=1DiﬂﬂD—36=1DiJ§3=lDiB=/1 s
2 2 2 2 .
NEo=Z2 =1
22
x2 =0 X o= +aJ0 = 13
=1 so= +afl = +1

X' =10x*+9=(x+1)-(x-1)-(x+3)-(x-3)



x? =t
t?-2t-3=0
6
phimg 7
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x? =3 x = +f3
wZ = -1 wo=+f-1 R

X - 2x2+3=(x2+1) (x+ V¥3)- (x - ¥3)

Factorizacién de un polinomio de grado superior a dos

Utilizamos el teorema del resto y la regla de Ruffini para encontrar las

raices enteras.

Descomposicion de un polinomio de grado superior a dos y céalculo de

sus raices

P(x) = 2x* +x®-8x* - x + 6

1. Tomamos los divisores del término independiente: +1, +2, £3.

2. Aplicando el teorema del resto sabremos para que valores la

division es exacta.
P(1)=2-1"+1°-8-1°-1+6=2+1-8-1+6=0

3. Dividimos por Ruffini.



2 1 -8 -1 6
1 2 3 -5 -6
2 3 -5 -6 0

4Por ser la division exacta, D=d - c .

(x-1)- (2x*+3x*-5x-6)

Una raiz es x = 1.

Continuamos realizando las mismas operaciones al segundo factor.

Volvemos a probar por 1 porque el primer factor podria estar elevado

al cuadrado.
P1)=2-1+3.1°-5.1-6#0

P(-1)=2-(-1)°+3-(-1)?-5-(-1)-6=-2+3+5-6=0

(x =1) - (x +1) + (2x* +x —6)
Otra raiz es x = —-1.

El tercer factor lo podemos encontrar aplicando la ecuacién de 2°
grado o tal como venimos haciéndolo, aunque tiene el inconveniente

de que s6lo podemos encontrar raices enteras.
El 1 lo descartamos y seguimos probando por —-1.

P(-1)=2: - (-1)2+(-1)-6#0



P(2)=2-2°+2-6#0

P(-2)=2-(-2)2+(-2)-6=2-4-2-6=0

2 1 -6
_2 4 B
2 -3 0

(x=1)-(x+1) - (x+2) (2x - 3)

Sacamos factor comidn 2 en ultimo binomio y encontramos una raiz

racional.

2x - 3=2 (x - 3/2)

La factorizacion del polinomio queda:

P(x) = 2x* +x3-8x = x+6=2(x-1) - (x +1) - (x +2) - (x - 3/2)
Las raicesson:x=1,x=-1,x=-2yx = 3/2

Todas las raices son racionales

Puede suceder que el polinomio no tenga raices enteras y soélo tenga

raices racionales.

En este caso tomamos los divisores del término independiente
dividido entre los divisores del término con mayor grado, y aplicamos

el teorema del resto y la regla de Ruffini.

P(x) = 12x® + 8x? - 3x- 2
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Probamos por:



iz = -3 -2
1 : . ,
2

12 14 Fak (0

[x —l}(izx% 14x + 4)

2

12 (1Y +14-Lva=o
= =

1y 1
12]-= 14| —-= |+4=0
[ E]+ [ 2]+

12 1 4

[

12 g 0

["-’ —%}[X +%} (12x + 8)

Sacamos factor comudn 12 en el tercer factor.

() )



Fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica es el cociente de dos polinomios y se representa por:

Pix) X) =
Q(x) QUx) =0

P(x) es el numerador y Q(x) el denominador.

Fracciones algebraicas equivalentes

Dos fracciones algebraicas

si se verifica que P(x) - S(X) = Q(X) - R(X).

Dada una fraccion algebraica, si multiplicamos el numerador y el denominador de
dicha fraccion por un mismo polinomio distinto de cero, la fraccion algebraica

resultante es equivalente a la dada.

Simplificacion de fracciones algebraicas

Para simplificar una fraccion algebraica se divide el numerador y el denominador

de la fraccion por un polinomio que sea factor comun de ambos.

Reduccion de fracciones algebraicas a comun denominador



Dadas dos fracciones algebraicas, reducirlas a comun denominador es

encontrar dos fracciones algebraicas equivalentes con el mismo denominador.

1. Descomponemos los denominadores en factores para hallarles el minimo
comun multiplo, que ser& el comun denominador.

2. Dividimos el comudn denominador entre los denominadores de las
fracciones dadas y el resultado lo multiplicamos por el numerador

correspondiente.
Operaciones con fracciones algebraicas
Sumay diferencia de fracciones algebraicas
Fracciones algebraicas con igual denominador

La suma de fracciones algebraicas con el mismo denominador es otra fraccion
algebraica con el mismo denominador y cuyo numerador es la suma de los

numeradores.
Fracciones algebraicas con distinto denominador

En primer lugar se ponen las fracciones algebraica a comun denominador,

posteriormente se suman los numeradores.
Producto de fracciones algebraicas

El producto de dos fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica donde el
numerador es el producto de los numeradores y el denominador es el producto de

los denominadores.
Cociente de fracciones algebraicas

El cociente de dos fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica con
numerador el producto del numerador de la primera por el denominador de la
segunda, y con denominador el producto del denominador de la primera por el

numerador de la segunda.



Practica
Ejercicios de polinomios

1. Indicar cuales de las siguientes expresiones son monomios. En caso
afirmativo, indica su grado y coeficiente.

* 13x°

25x73

¥* 33x+1

*

2. Efectla las siguientes operaciones con monomios:

x* 23 -5x=

3P -2xt+ Tx =

= (27F) - (5x) =

= (2CyY) - (5x°y 2% =

* (123 - (4x) =

* (18x°y*2°) - (6x°y Z%) =

* (2X3 y2)3 —

* (2 X3 y225)5 —

* 3 -5 -2x=

+ 12Xy 29 (3% y? 2% =
1253 % +18x% 7 - 48x %y ® _

. 3xy?




3. Diga si las siguientes expresiones algebraicas son polinomios o no. En caso
afirmativo, sefiala cual es su grado y término independiente.

x Xr=-3x°+2x°+5

o X 7o

4. Dados los polinomios:
* P(X)=4x° -1

* Q(X) =x> - 3x%*+6x -2
* R(X)=6x>+x+1

x* S(X)=1/2x°+4
 T(X)=3/2x°+5
 UX) = X%+ 2

Calcular:
P(X) +Q (x)
P(x) = U (x)
P(X) + R (X)
2P(x) - R (x)
S(X) + R (x) + U(x)
S(x) - R (x) + U(x)

5. Multiplicar:
x (XP-2xF+2)- (x*-2x+3) =



(B2 -5x) - (23 + 4% - x+2) =

. Calcular:

2
3
2

(x +2)°

(3x - 2)

(2x + 5)3
(3x-2)- (3x + 2)

. Comprueba que los siguientes polinomios tienen como factores los que se
indican:

(x® - 5x —1) tiene por factor (x — 3)

(x® - 1) tiene por factor (x + 1)

(x* = 2x3 + x* + x — 1) tiene por factor (x — 1)

(x'° - 1024) tiene por factor (x + 2)

. Factorizar:
Zas B 1 e
5 5 15
Xy —2x -3y +6 =
25x% - 1=
36x° - 49 =
X2 = 2x +1 =
X2 - 6x +9 =
x? = 20x +100 =
x* + 10x +25 =
x> + 14x +49 =
X2 — 4x% + 4x =
3x’ - 27x =
x? - 11x + 30

3x% + 10x +3



2% = x -1

9. Descomponer en factores y hallar las raices de:

* PX)=2x°-7x*+8x-3

* X=-x4-4

* X+3x%-4x-12

10.Encontrar el valor de k para que al dividir 2x*> = kx + 2 por (x — 2) dé de
resto 4.

11.Determinar el valor de m para que 3x* + mx + 4 admita x = 1 como una de
sus raices.

12.Hallar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por x*> = 4 y se anule
parax =3y Xx=05.

13.Calcular el valor de a para que el polinomio x® - ax + 8 tenga la raiz x = -2,

y calcular las otras raices.

14. Simplificar:
X2—3}<’=
w243
X% =3x _
* -
%2 -Bx+ 6 _
M- Tx+12
x2—2x—3=
* XZ—X—Q
15.Resolver:
x+2 o1 _
e -1 w1
X+2  x*-4

¢ Xi+dx+d xF+8

9-6x +x% xP-Ox+6 _
x 9 - x* 3x% - Ox

)




1+l
* X

A continuacion algunos de los ejercicios anteriores resueltos:
Multiplicar:

1. (4 =2x2+2) - (xX*-2x +3) =
=x8-2x+3x* - 2x* + 4x® - 6x% + 2x% - 4x + 6=
=xC -2 - 2x* + 3P+ A+ 2% - 6X2 - 4x + 6 =
=x%-2x° +x* +4x3 - 4x® - 4x + 6

2. (3x*=5x) - (23 +4x* - x +2) =
= 6x° + 12x* - 3x® + 6x% - 10x* - 20x° + 5x° - 10x =
= 6x° + 12x* - 10x* - 3x® - 20x® + 6x° + 5x° - 10x =

=6x° + 2x* - 23x% + 11x% - 10x

7
Calcular:
2
[+
1 2
2
=[x2)2—2 w2 Loy -
2 2
_ 4_x3+lxz
4

2. x+2°%=x*+3-x*-2+3-x-2%+2%=

=x+6x°+12x+ 8



3. Bx-2°=(3x°-3-(3x)*-2+3-3x-2°-2%=
=27x % - 54x* + 36x - 8
4. (2x+5)°=(2x)°+3 - (2x)?-5+3-2x - 5°+5°=
= 8x% + 60 x* + 150 x + 125
5. Bx-2) - (3x+2)=
=(3x)°-2%=
=0x* -4
Comprobar que los siguientes polinomios tienen como factores los que se indican:
1. (x3 - 5x - 1) tiene por factor (x - 3)
(x® - 5x —1) es divisible por (x - 3) siy s6lo si P(x = 3) = 0.
PBR)=3*-5-3-1=27-15-1#0
(x = 3) no es un factor.
2. (x® - 1) tiene por factor (x + 1)
(x® - 1) es divisible por (x + 1) si y sélo si P(x == 1) = 0.
P(-1)=(-1)°-1=0
(x + 1) es un factor.
3. (x* - 2x® +x? + x — 1) tiene por factor (x — 1)
(x* = 2x3 + x* + x — 1) es divisible por (x = 1) si y sélo si P(x = 1) = 0.
PA)=1*-2-13+1%+1-1=1-2+1+1-1=0
(x = 1) es un factor.

4. (x*° - 1024) tiene por factor (x + 2)



(x*® = 1024) es divisible por (x + 2) si y sélo si P(x = - 2)

P(-2) = (-2)"° - 1024 = 1024 - 1024 = 0

(x + 2) es un factor.

Factorizar

2 . 6 14

Zxt - IxT e =t =

15 5 15

= Ex‘(f - 3x° +3]
o 3

2. Xy—-2x-3y+6=
=x-(y-2)-3-(y-2)=
=(x=3)-(y-2)

3. 25x% - 1=
= (5x +1) -(5x = 1)

4. 36x°-49 =
=6x3+7)-(6x°-7)

5. X*-2x+1=
= (x = 1)’

6. X*-6x+9=
= (x - 3)°

7. x*=20x + 100 =
= (x — 10)?

8. x>+ 10x+ 25 =

0.



= (x+5)°
9. X*+ 14x +49 =
=(x+7)
10.x° - 4x% + 4x =
=X (< -4x+4)=
=x - (x - 2)
11.3x" - 27x =
=3x-(x*-9)=
=3x-(xX*+3)- (x*-3)
12.x% - 11x + 30

x> -11x+30=0

o 1124117430 5+JI21-120 111 ="]
2

Z Z

x? = 11x + 30 = (x -6) - (x =5)
13.3x% + 10x +3

3x2+10x+3=0

. 10%410°-4-3.3 10+.100-36 _10+B4

& & £

3x°+10x +3=3 (x - 3) - (x — 1/3)



14.2x% = x - 1

2x*=x=1=0
/71;::1=E=1
L 1EVP-d2 1eJT¥E 1246 123 4
4 4 4
\x2=_—2=—£
a2

2% =x=-1=2(x-1) (x+1/2)
Simplificar:

X% =35 _
1. x*+3x

_ (x = 1) (x +2) _
D) (1)
(x+2)






